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RESUMEN
En este trabajo se introducen tres tipos de procesos colaterales a un niicleo basico de
polimerizacién: la ausencia de tales procesos (H = 0), un flujo de entrada de monémero X (H = C),
y una produccién autocatalitica del monémero (H = CX). En cuanto a nucleo bésico, ademas de
una iniciacién clasica de orden uno respecto a monémero, se postulan otras dos alternativas: €l
monomero cataliza la iniciacion, directamente (A + X ® R; + X), o bien indirectamente a
través de otra sustancia Z:

2X® X+2Z
B+Z® X+R }
la propagacion se supone, como es habitual, por adicion de monémero paso a paso; y la
terminacién se supone, ya por transferencia al monémero, ya por transferencia al disolvente, pero
-y esta es una caracteristica original de los mecanismos propuestos en este articulo-, a partir de Ry
se obtendra de nuevo el monomero X.
Se estudian diferentes posibilidades y combinaciones de los bloques cinéticos
elemental es citados, de modo que en ellos se obtengan estados estacionarios con caracter de foco
inestable. L as ecuaciones cinéticas generalizadas de los model os aceptables son de laforma

K kX

X = ek X - kXY +
kX + K,

+ H = kX[f(X) - Y]

Y =kX 24 . dk, XY - kY

En la serie de modelos G, = 0, = 0; en la serie de modelos M, = 1. Dentro de cada serie
hay tres modelos: 1, conH =0; 2, conH =C; 3, con H = CX.

Una vez mostrada la posibilidad de tener estado estacionario foco inestable, |as citadas
ecuaciones cinéticas generalizadas permiten una construccion general simple de la frontera de un
recinto de no-retorno para las trayectorias de fase, y por aplicacion del teorema de Poincaré-
Bendixson, se aseguralaexistencia de ciclo limite en los seis model os el egidos.

El tratamiento se hace en dos dimensiones (técnicas de plano de fase, puramente
analiticas, sin recurrir a integracion numérica aproximada por ordenador), usando como variables

¥ .

X = monémero, Y = § R;. En todos los casos se admitira R, = 0. se alcanza rapidamente un
j=1

estado quasi-estacionario para el primer propagador.

Palabras claves: Osciladores quimicos, reacciones de polimerizacién, teorema de
Poincaré-Bendixson, estado estacionario

|.INTRODUCCION

L as reacciones oscilantes [1] fueron primero estudiadas empiricamente —sus gjemplos
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practicos son en general cmplicados sistemas redox [2-5], y mas tarde se las encuadro en
mecanismos tedricos [6-9]. En el campo de |as reacciones de poli merizacién no se han hallado
oscilaciones experimentales, pero pueden desarrollarse algunos modelos tedricos de
osciladores [10].
Un enfoque nuevo [10] para disefer estos modelos de polimerizaciones oscilantes
[11], parte de la consideracion de que la terminacion de los radicaes de grado de
polimerizacién 1 debe producir de nuevo e mondmero. Esto crea cierta realimentacion [12-
15] en los mecanismos, la cual puede traducirse en términos mateméticos tales que se obtenga
un comportamiento de tipo ciclo limite (CL). La seccion |l de este trabgjo presenta las
hipétesis basicas a efectuar. La seccion 11l repasa brevemente los fundamentos tedricos
utilizados [13]. En la seccién 1V se hace una discusion previa ala seleccion de osciladores. La
seccion V describe una prueba generalizada, basada en el teorema de Poincaré y Bendixson
(PB) [16-19], de la existencia de un ciclo limite en los modelos seleccionados. Estos se

concretan con algo més detalle en la seccion VI.

II.HIPOTESISBASICAS

Paralainiciacion se usara uno de los siguientes bloques cinéticos [10,11]:
X ¥#® R, 1)
donde X es & monémero.
bloquee=1,n=1:
A+XIY#H® R, + X 2
bloquee =0, n =1 (el monémero cataizalainiciacién):

2X Y@ 7 + Xl

3
B+Z® R, +X ] @

bloque e =0, n = 2, que se emplea con eliminacion adiabatica de Z[20].

La iniciacién contribuye con —ek X" a X y con kX" a Rl (donde el simbolo -
significa d/dt).
La propagacién ocurre por adicionde monémero [21], “paso a paso”
R, +X ¥#® R ,, (4)

Para la terminacion se propone, o bien la transferencia, por gemplo, a disolvente [11]
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R, %:%® X f
. y (5)
R, %9® P(j* 1) b

6 bien latransferencia a mondmero:

R, +X %%4® 2X fi ©
R +X%%9® P +X(jt 1) i;

Con vigtas a la prueba de Poincaré y Bendixson (Seccion V) las combinaciones (5) +
(6) y (6) + (3) quedan excluidas. Si se utiliza (6), ademas, se ha de agregar el bloque (7) de

eliminacion de los propagadores mediante un flujo selectivo F:
R, %:® (7

El monémero X esté implicado en otros procesos que contribuyen con H(X) a X . Para
H(X) se proponen tres funciones:
H = 0 (ninguin proceso colateral); H = C que corresponde a
C® X (8)

o bien H = CX que corresponde a la autocatalisis:
C+X® 2X 9
Se admite que Rl =0 (eliminacién adiabatica de R). Las variables oscilantes son las

concentraciones (monomero) X eY = SR,.

I11. TEORIA GENERAL

L as ecuaciones cinéticas, ddl tipo [22],

X=s(X,Y) |
| y (10)
Y=NXKY) b

se estudian en el plano de fases { X,Y}. Un punto (Xo, Yo) que haga S(Xo,Yo) = 0y N(Xo, Yo)
= 0 es un estado estacionario (SS) de (10). La estabilidad del estado estacionario se evalla por

el primer método de Lyapunov [23-25], calculando la matriz
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2 _a&So oSO 0
¢cC= Cox o g= _Y+ -
M =6 elX g elY g+ (11)
Ca=ZNO 507
§ éMXa  EMNagg
Cuyatrazavae
T=b+c (12)
cuyo determinante es
D=bc- ay (13
y cuyo discriminante es
D=T?- 4D (14)

Se buscan condicionesenque T >0, D >0y D< 0, donde e estado estacionario es

foco inestable [19,22-23]. Se buscard ademas (seccion V) una curva cerrada G, que encierre

®
cierto recinto del plano de fases. Sea n un vector normal a G, hacia fuera de dicho recinto. Se
desea que e flujo o producto escalar Ps=nX(X,Y) (15) sea Pes £ 0 alo largo de todo G (Pes =

0 sblo en un nimero finito de puntos de G). Si G encierra un solo estado estacionario foco
inestable, por €l teorema de Poincaré y Bendixson existe [16-19], dentro de G y rodeando a

estado estacionario, al menos un ciclo limite de (10).

V. SELECCIONANDO OSCILADORES

Teniendo en auenta las restricciones citadas acerca de la simultaneidad de ciertos
bloques cinéticos [10], se hacen dos grupos de modelos:. los de “tipo G” y los de “tipo M”.
TIPO G: Ensamblan, en principio, una de las iniciaciones, con la propagacion (4) y la
terminacion (5); se les afaden diversas funciones H(x). Las ecuaciones cinéticas son:
X =- ek X"~ K, XR, - KXR, - ...+ kR, +H

R =kX"- k,XR,; - kR,

T: —_— —:\<\—:—: —_— [

(16)
R2=k,XR;- kK, XR,- kR,
Sumando las RJ. , denotando Y = SR, admitiendo R, =0, resulta:
. n u
X =- el X" - kXY ML i
kX +Kj3 y (17)
- |
Y =k, X" - kY p
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Laexistencia del estado estacionario en (Xo, Yo) requiere,

n+1, n ¥
0=- ek1X8- kzxo k1+ k1k3X0 +H, :J
Ks KoXo K I
Y 18)
| . y (
Y. = k1)(0 .I.
C
([ b
Los elementos de la matriz (11) son
n Ak, X, +k, )k X - Kok X B
C=-nkeXI- K.k, Xg 4 k38( 270 3) kXo - Kk X, H+ H, (19)

(k,X, +ky)*

g=-koXo,a=nky X", b="-ks
Dadoqueb <0, paraT >0esprecisoquec>0.Perosib<0yc>0, a serg <0, para
D > 0 espreciso que a> 0. Esto excluye n = 0, iniciaciones de orden cero [11] (ni siquiera han
sido propuestas en las hipétesis basicas).
Denotando p = ka/ke, a =k;/k,, y h = H/ky, la primeras de las ecuaciones (18) se

puede expresar como

n

n+l
axpo + )a<'p>:(;:) + ho (20)
0

y laecuacion (19) puede escribirse de la forma:

0=-eaX; -

n- A n—2_ n-1x ,
c _neaxg_z_axol+p8(><o+p)mxo a X, H_I_h

kX, D (Xo N p)z X, (21)

ghoXo = -1, % = naX!2 y blkaXo = - plXo.

2% 0
Se empez0 por estudiar el caso mas simple, H =0, conHp = 0, Ho = 0 (h, =0, h;, = 0).

Asi, laecuacion (20) queda de laforma,

P__Xo,o (22)
Xo*p P

S e = 1 debe ser p/(Xg+p)=Xy+p)/p, pero no es posible, ya que
(Xo*+p)/p>1>p/(X,+p). Se descata e = 1 y la iniciacion (1). Si e = 0, sera
p/(Xo+p)=X,/p, lo cua sdlo se cumple s p = XoF, con F =(1+J§)/2=1,618 (el

“numero alreo”). Por otraparte, si e = 0, por laecuacion(21) la condicién ¢ > 0 se expresa
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p[(X0+p)n - Xo] Xo
CET ] “

S n=1 p=XF, debeser F2/(1+F)2 >1/F , pero esto no se cumple con F = 1,618.
Paran = 2, p = XF, debe ser [F(2F +1)/(1+F)?*]> 1/F , que s es cierto con F = 1,618.

Resumiendo, si e =0, n =2, p= XoF , lamatriz (11) resulta:

_ a8,3822k X ja -k X, ©

: 24
2k,X,a - 1618Kk,X, 5 (29

Latrazaserdsiempre T = koXo (0,3822a -1,618) > 0s a > 4,234y D = (k2)’(Xo)%a (2-
(1,618'0,3822)) > 0.

Un modelo G1, acorde a estas consideraciones, se desarrollara en la Seccion VI.

A continuacion se estudié e caso H = C. En 8, Hy = C y Hg = 0. Denotando

g=C/k,aXg, laexpresion (20) queda de laforma,

Xo P
g="C+e- (25)
P Xo*+P
y como g> 0, se debe cumplir que (X,/p)+e>p/(X,+p).Sie=1, (Xo+ glp > p/(X,+p) Seré

cierto paratodo p. Pero con e = 1, lacondicién ¢ > 0 se expresa, por laecuacion (21),

PIN(Xo+p) - Xo) X , o (26)

(Xo +P)* p

Paran = 1 setiene p° > (Xo + p)®, imposible de cumplirse. Paran= 2 setiene p?> (Xo
+ p)?, también imposible. Se descartan e = 1y lainiciacion (1).

Se=0,g>0implica (X,/p)>[p/(X,+p)], o cual sblo sucede si p < XoF = 1,618 Xo.
La condicion ¢ > 0 exige que: gp(n(x0 +p) - X)X, + p)ZEI > X,/p; s n=1, setraduce en
p® > Xo(Xo + p)%. Un tanteo permite notar que esta desigualdad sélo es vdidasi p > 2,14 Xo,
lo que contradice ap < 1,618, (necesario parag> 0). Si n = 2, ¢ > 0 se traduce en p?(2p +
Xo) > Xo (Xo + p)?, 1o cual se da, por ejemplo, parap = 1,5Xo, sin contradecir p < XoF . Paran
=2,e=0, p=15Xop, lamatriz (11) resulta:
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_a®293kK Xpa - kX, §

: 27
2k Xa - 15K,X,5 @)

La traza serd sempre T = k»X0(0,2933a - 15 > 09 a > 5114, y D =
(k2)*(Xo)%a (2(1,5.0,2933)) > 0.

Un modelo G2 acorde a estas consideraciones se desarrollard en la Seccién V.
Por dtimo se estudio € caso H = CX, en €@ cua H = CXp, H o = C. Denotando

g=C/k,aXj*, laecuacion (20) resulta

=Xo4e P (28)
P Xo+p

Comog>0, [(X,/p) +€ >[p/l(X,+ p)].S e=1, esto se cumple paratodo p. Con e = 1, la

condicion ¢ > 0, por laecuacion (21), es

p(n(xo + p) '2 Xo) >n- XO (29)
(Xo+p) Xo+p

Esto, s n=1, implicap > X + p, lo cua no es cierto. Si n = 2, laexpresion (29)
también conduce ap > Xp + p; sedescartapuese = 1y lainiciacion (1).
Parae = 0, g > O requiere p* < Xo? + pXo, slo véido parap < XF = 1,618 Xo. La
condicién ¢ > 0, con e =0, se expresa
n(X,+p) >(2X, +p) (30
Esto no se cumplesi n =1, pero si cuando n = 2. Asi, parae =0, n = 2, y por gemplo,
p = 1Xo < XoF , lamatriz (11) resulta

25k ,X - k,X,0
T -1xz @
Latrazasiemprees T = koXo (0,25a - 1) >0s a > 4; y D = ky*X¢%a (2 - (1/4)) > 0. Un
modelo, G3, acorde con estas consideraciones, sera desarrollado en la Seccion V.
TIPO M. Ensamblan, en principio, la iniciacion (1) 6 la (2) (la (3) se descarta para
facilitar la prueba de Poincaré y Bendixson generalizada [26]) con la propagacién (4) y la
terminacion (6). A ésta se debe acoplar entonces € flujo (7). Las funciones H(x) se van

anadiendo luego. Las ecuaciones cinéticas son:

355 Rev. Iberoam. Polim., 9(4), 349-376 (2008)



Revista Iberoamericana de Polimero Volumen 9(4), Juliode 2008
Pérez Ortiz y Katime Reacciones oscilantes en polimerizacion

X =- ek X - K XR, - KXR, - ......+ KR X+ H
Ri =kX - kXR, - kXR, - FR, 32)
R2=k,XR,- K,XR,- k.XR,- FR,

T: — —:\<\—:—: — C:

Sumando las R;, denotando Y = SR; y admitiendo R:= 0, resulta

kpkeX? |
kX +F

X =- kX - kXY + H

(33)

TR o

Y = kX - koXY - FY

siendo ks = ks + ka.

Laexistencia del estado estacionario en (Xo, Yo) requiere

kzklxg + k1k3X(2) + H

0=-ekX,-
O kX, +F kX, +F O °

X, (34)

° " kX, +F

Los elementos de la matriz (11) son

Kok Xo  KikaXo(keXo +2F)
kaXo +F (kyXo +F)?

u

C=- ek - |
|

=-KyXo {/
|

|

|

Fk, (%)

k;X, +F :
b=- (ksXo +F) b

Dadoqueb <0, paraT >0esprecisoquec>0. Perosib<0yc>0, a ser g<0, para
D >0esprecisoquea> 0.
Denotando p = ka/kz, ?=k [(kX,), B=F/(kX,), h=H/(kX,), laexpresion (34) se

escribe

0=-d - g 1P N (36)
p+b 1+p+b X,

y las ecuaciones (35) se escriben
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c _. 0. ? + ?p(1+p+2R) +h,

kX, p+B (1+p+R?
2

a_ _ 23 ’ g _. 1 (37)
kZXO p + B kZXo

b

=-(p+ R

KX, (p+0R)

Se empezd por estudiar el caso H =0, enel que Hy =0, H, =0, y (36) resulta

O=-e—[U(p+b)]+[p/(l+p+b)] (38)
S e=1 serequiere [p/(L + p+ b)] =[(21 + p+ b)/(p + b)], imposble ya que
[p/(1+ptb)] > 1> [(1+ p+b)/(p+ b)]. Sedescartan e = 1y lainiciacion (1).
S e=0,serequierep=p: =[(1—-b + Jbz + 2b + 5/2]. Lacondicion ¢ > 0 necesita,

por (37) y (38), y también teniendo en cuenta el citado valor critico de p = pc, que

C ?pb
= >0 39
kX, (L+p+R) (39)

lacual se cumple siempre.

Lacondicion T > 0 exige[l pb/(1+p+b)?] > (p+b). Por jemplo,sie=0,b=1,p=
pe = C2, lamatriz (1) se expresa

a X | +/2

M :g(2+\/2)_2

KX,
L0 Lk X+ =
g 1+ﬁ 2 O( )g

(40)

e 0
La traza sera T:kzxo%-(1+\/2_)j>o s | > 199 vy
(2+,/2) o

21 @+2)70

D = kX2l &

Q42 (24427 §

Un modelo, M 1, acorde con estas consideraciones, sera desarrollado en la Seccién V.

>0 siempre.

Posteriormente, se estudié el caso H = C. En él, Hy = C, Hy = 0. Denotando ?=C/k X2 (34)
Se expresa,
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0=-el - +_'P +g (41)
p+tb 1+p+b
A+p+b p

Es posble g > 0, pues

Paa e = 1, seréd = - .y
97 € p+b T+p+by

[(A+p+R)/(p+R)>1> [p/(1l+pt+B)].
Lacondicion ¢ > 0 necesita, por (37) y (38) resulta:

c |- I +Ip(1+g+2b)>

7 >0 (42)
Ko Xq p+b  (1+g+b)

esdecir [p(1+p+ 2R)/(L+p+ R’ > [(1+p+ b)/(p+R)]; pero esto esimposible, ya que
1+b?+p+20>0,[(p(1+p+2b)/(1+p+b)?] <1y, sinembargo, [(L+p+b)/(p+b)]>1:

l1+p+b o1 pl+ p+2b)

p+b 1+ p +b)?
Se descatan e = 1 y la iniciacion (1). Para e = 0, la (41) pasa ser
) _ :
ng? ! - p 9, |aCOﬂdICIéng>Oex|ge p< pc:1 b+ b +2b+5,
gpt+tb 1l+p+by 5

la condicion ¢ > 0 necesita, por (37) y (38),

c _ | +Ip(1+p+2b)>

kX, p+b  (1+p+b)’

0 (43)

esdecir, p(p+b)(@+ p+2b) > (1+ p+b)*. Asi, por gemplo,cone=0,p=1,b =2, la(41)
requiereg=1/12, y lamatriz (11) resulta

E%kzxo “ kX, 2

ggk,ZXO - 3k2x0]!§j

3950d1 >72y D =k3X3l 893 10,4 siempre.
7} e3 8g

ad

latrazasera T = k,X .6— -
o804

Un modelo, M2, acorde con estas consideraciones, sera desarrollado en la Seccion V.
Por (ltimo, se estudié & caso H = CX. En &, Hy = CXo, Hy = C. Denotando
2= Cl(k,X2), (34) seexpresa,
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O=-el -+ P g4 (45)
p+tb 1+p+b
S e = 1 sed ?2=2g(L+p+0B/(p+R)}-{p/@L+p+R}§>0 siempre, pues

({L+p+r}/fp +R})>1>(p/ft+p+r}). La condicion c> 0 se expresa por (37) y (38), y

siempre se cumple que

¢ -_1M .9 (46)
kX, (+p+b)

De hecho, tomandoe=1,p=1,b =2,9= 13l /12, lamatriz (11) resulta

(47)

Latraza T =k,X,§(?8)-33>0 s | > 24,y siempre se cumple que D =k3X3?(7/24)>0.
Un modelo, M3, acorde con estas consideraciones, se desarrollara en la Seccion V1.

V.RECINTO DE POINCARE-BENDIXSON

Los seis modelos seleccionados |0 han sido en base a poseer un estado estacionario
foco inestable [23] (T > 0, D > 0, D < 0). Esta es sdlo una de las condiciones del teorema de
Poincaré y Bendixson. En esta seccion se completa la prueba proponiendo una linea cerrada G
gue confine las trayectorias de fase. Para una generalizacion de dicha construccion [27], se
examinaron las ecuaciones de los modelos aceptables (17) para € tipo G, con e =0, n = 2;
[33] para € tipo M), y las restricciones impuestas tanto en las hipotesis basicas como en
proceso de seleccidn, y se escribieron a modo de ecuaciones unificadas para los modelos
aceptables de uno u otro tipo:

K,k X?

).(:-eI<1X-k2XY+k +H =k X[f(X) - Y]

X+ Ke (48)
Y = kX2 - kX Y - kY

dondee=0y d =0enlosmodelos G; d = 1 en los modelos M. El significado de ks y ks puede

ser también diverso en ambos tipos. En los modelos 1, H = 0, en los modelos 2, H = C y en

los modelos 3, H = CX.

Concretamente, es de interés [10], la forma de las nuliclinas X=0eY =0, en €l
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plano de fases {X,Y}. Lanuliclina caracteristica[10,28] X =0 de (48) es

_12 kkX ,HO_
Y_kzgek1+k5x+k6+x; f(X) (49

Para X® 0, Y ® i%? ek, +1lim HO En 1os casos 1, lim(H/X)=0, y como quiera
k2e X®0XQ’ X® 0

gueenelos(G1, M1) ese=0, Y ® 0, lacurva(49) pasa por e origen. Es mas, en los casos
1y enloscasos 3, es X =0 para X = 0 (gje de las Y): se dicen modelos “degenerados’ [10].
En los casos 2, “no degenerados’, es Ii(grg(H/X):¥, y la curva (49) tiene e ge Y por asintota

vertical. En los casos degenerados 3, lim (H/X)=c. En G3 (con e = 0), (49) pasa por & punto

(0, C). En M3, pasapor (0,[C - k,]/k,) ; con los datos propuestos, (C - ki)/kz > 0.

Para X ® ¥ , en todos los modelos aceptables existe asintota horizontal [23], ya que

kig? ek +kll<5_k3 + nmiﬁ. Esta existencia de asintota horizontal es de gran importancia para
2 € (%]

x®¥ X

Y®
la construccion del recinto de Poincaré y Bendixson. Los casos 1y los casos 2 tienen por
asintota Y =k ky/k,k;; G3 tiende a Y =[C+(kk,/k)]/k,. La asintota de M3 es

KiKs

5

12 kkk, , XH-HO
K EkX+k) X2 g

Y= (C-k,+ )/Kk,. Por otra parte, de (49) s obtiene Y'=

excepto loscasos 2 enque XH - H=-H <0, enlosdemés es Y” > 0: las curvas (49), salvo
los casos 2 en los que puede ocurrir un minimo, son monaétonas crecientes; y en todos los
modelos, las Eferidas asintotas horizontales se alcanzan “desde abajo”. Calculando Y” se
confirma que solo en los casos 2 existe un punto de inflexion de (49), sendo negativa la

curvaturaenloscasos 1y 3.

Lanulicina Y =0 de (48) es

klx 2-d

= 50
dk X +k, (50)

En todos los casos, para X = 0, Y =0, y la curva (50) pasa por € origen. Tanto los
modelos G (d = 0) con Y'=(2k,X)/k,, como en los modddos M (d = 1), cuya
Y = [k Ko/ (kX +kg)?’],esY >0,y lafuncion es creciente, con Y >0enloscasos G, e Y™

<OenloscasosM. S d=0,paaX ® ¥,Y ® ¥ enloscasosG. EnloscasosM (d = 1), para
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X® ¥,Y:k1/k3.

X
Figura 1. Recinto de Poincar é-Bendixson.

El méodo de Lyapunov [23-25] afirma que la pendiente de (49) en e estado
estacionario se puede aproximar por myg = ¢/-g, y la de (50) en & estado estacionario por o
= (al-b); ahorabien, al ser D > 0, (a/-b) > (c/-g), D =bc—ag > 0. Luego para X < Xo, (49) esta4
por encima de (50), y para X > Xo, es (50) la que esta por encima de (49). Esta topologia se
tiene en cuenta a disefiar lacurva Gy € recinto de Poincaré y Bendixson.

Lacurva G = abcdefa (véase la Figura 1) comienza en el punto a(Xo, 0). El tramo [ab[
es la grafica de ab:

Y = dtx EN X +b, (51)

2 2

habiéndose gjustado el valor de la constante bl de modo que laecuacion (51) pase por €l
punto a(Xo, 0). A lo largo de [ab], curva (51), el vector normal es n=(gdkx +k,) k,Xg-1), y €

flujo Pesc, por (15),

6ok, kkX H  kX* D
o = X o) 3 X i) Tox dlox vk 8 ° 52

(=ena), yaque en [ab[, con X 3 Xp, (50) esta por encimade (49) (cortando, en a):

) 2-d
K. kX H£ k, X

d( 1
kg KX+, X o kX rk, Cnd

El punto b de interseccién de (51) con X =0 , Necesariamente existira, por cuanto (51)
es funcién indefinidamente creciente (paraX ® ¥,Y ® ¥) mientras que (49) posee asintota
horizontal.

Desde b, corte de (51) con (49) se prosigue por lavertical [bc[, (X = Xy), hasta cortar a
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Y =0, curva (50), en c. A lo largo de [be[, i = (1,0), y por (15) P = X £ 0, en[bc[ (= en
b). Se contintia en horizontal, [cd[, (Y = Y¢), hasta cortar en d a la recta vertical X = Xp (en
los casos no degenerados , casos 2, es posible una variante en la situacion del punto d).

Alolargo de[cd], i = (0,1), y por (15), P== Y £ 0 en [cd] (= en c). El tramo [de
es, andlogamente al [ab[, una curvadel tipo (52) de:

Y = dtx k6|x+b (52)

2 2
y € valor de la constante b, se gjusta de modo que (52) pase por e punto d(Xo, Yo).
A lo largo de [de], curva (52), € vector normal exterior es, i = ({- (dk,X +k;)/k,X} 1],
y € flujo Pes, por (15), y con (48), resulta,

k X > L8k kkX H
= (dk,X + k‘ﬁ)ede k, X +k, k K (keX k) kle‘l

Ueo (=end) (53)

ya que en [dg, con X £ Xo, (49) esta por encima de (50) (cortando en
kkX | HO, kx> . :

—13 + 3 L (=end). Seprosigue por la vertica [€ef[, (X =
kg Xtk T XE doxrk, o O Seprosguep el €
Xe), hasta alcanzar en f(Xe,0) € gedelas X. A lolargo de [ef[, i = (-1,0), y por (15), Pesc = -
X £0 (= ene). El tramo del ge X [fa completa lafrontera G. En [fa, i =(0,-1), y Pe, por

(15), vale Peg = - Y <O.

Asi pues, en virtud del teorema de Poincaré y Bendixson, si € estado estaciorario de
un modelo representable por (48) es foco inestable, existe al menos un ciclo limite del
modelo, dentro del recinto delimitado por G = abcdefa.

Dado que (52) tiene ¢ ge X por asintota vertical (para X® 0, Y® -¥),y €
comportamiento topoldgico [29], ya deducido, de (49) para X® 0, el punto de interseccion
de (52) con (49) exigtira necesariamente; pero en los casos no degenerados, casos 2, es
posible no usar (52) para la frontera: basta prolongar [cd[ hasta cortar en d a ge Y. Los
tramos [d Origen[ y [Origen a[, cierran € recinto. En[dO[, fi = (-1,0),y P=-X <0; en [Od[,
seria i = (0,-1), y P= -Y £ 0 (= en 0). Esta dternativa permite prescindir del célculo, por
tanteo, de lainterseccion e.

Una vez que se ha demostrado que los modelos seleccionados en la Seccion IV
presentan oscilaciones del tipo ciclo limite, en la seccidn siguiente se procede a describirlos
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en detdle.

V1. OSCILADORES CONCRETOS

En esta seccion, para cada uno de los seis modelos seleccionados, se concretan su
mecanismo [11], sus ecuaciones cinéticas, la matriz (11) y los puntos definitorios de los
diversos tramos del recinto G de confinamiento de sus trayectorias.

Para etiquetar los modelos puede definirse un ssimbolismo [10] alusivo a los bloques
cinéticos utilizados, y/o del tipo {e, n, term., H} (empleando en la clave “terminacion” la
nomenclatura“1” parala (5), y lanomenclatura“X + F’ parala(6) + (7)).

G1: (345); {0,2,1,0}. Sean las reacciones,

2X YH® Z +X

B+Z3%#® R, +X

R,+X ¥%® R,

R, +X ¥%® R, (54)

regidas por las ecuaciones,
( =-KkX*+BZ- kR X - kK,RX-..+kR
Z=kX?- BZ
R=BZ- kRX- kR
R =R X - kR X - kR, (55)

Haciendo Z= 0, sumando las R, denotando Y= é_ R, , admitiendo R: =0, resultan:

Kk X >

X = -k, XY +
KX + kg

(56)
Y =k X?- K.Y

con los parametros (en unidades adecuadas) k, = 1, ks =F = 1,618, k = 3 =4,854; (56) se
escribe:
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7,854X?

X =- XY #2222
X +1618 (57)

Y =4854X2 - 1,618Y
el estado estacionario es Xo = 1, Yo =3.
La caracteristica X =0 esY = 7,854X/(X + 1,618), con asintotaen Y = 7,854. La

curva Y =0 esY = 3X2 Lamatriz (11) vae

@841 -1 ¢

§9 = (58
,708 - 1618

contraza T = 0,2361 >0, D = 6,708 > 0, D = -26,776 < 0O: € estado estacionario es foco
inestable [22].
La construccién de G parte de a(1,0): para [ab[, setoma Y = 1,618InX. Por tanteo se

calcula que b es aproximadamente el punto b (120,2, 7,75). El punto ¢ es (120,2, 43344,1).
El punto d es d(1, 43344,1). Para [de] setoma Y = 1,618.In X + 43344,1. Aproximadamente,

el punto e es &~0, ~0). El punto f esf (~0, 0) (véase la Figura 2).

| Y=0
|
ss iL-—-*'b"”f_\f =0
‘e
L ]

a
Figura 2. Plano de fases de (57).
G2: (3458); {0,2,1,C}

Sean |las reacciones,
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2XYHH® Z+X

B+Z%.® R, +X

R,+X ¥%%® R,

R, +X¥%¥%® R,

.............................. (59)
R, %%® X

R, ¥%%® P,

regidas por las ecuaciones,
X =-kX2+BZ- k,RX - kK,R,X - ...+k,R, +C
Z=kX2- BZ
R1=BZ- k,RX - k,R, (60)
R2 =k,R.X - k,R,X - kR,

Haciendo Z= 0, sumando las Rj , denotando Y= é R, , admitiendo R: =0, resultan:

. 2
X =-k, XY LSS, S

K, X +K, (61)
Y =kX?- k.Y

con los parametros (en unidades adecuadas) ky = 1, ks = 1,5, ky =6, C = 0,4; (61) se escribe:

. 2
X=-XY + 22X 104

X +15 (62)
Y =6X2- 15Y

d sistema estacionario es Xg =1, Yo =4.

La caracteristica X =0esY = [9X/(X + 1,5)] + (0,4/X), con asintotaen Y =9, y con

un minimo para X = 0,314. Lacurva Y =0 esY = 4X?. Lamatriz (11) vale:

A7 -1
M_glz -1,54 (63)

con T =0,26; con D =9,36; y D =-37,3724 < 0; €l estado estacionario es foco inestable [22].
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La construccién de G parte de a (1,0): para[ab[, setoma Y = 1,5.In X. Por tanteo se
calcula [30] que b es aproximadamente b(394,5, 8,966). El punto c es c(394,5, 622.521). Se
continud con la construccion alternativa, para los casos 2, mencionada al final de la Seccién
V: e punto d es d(0, 622.521). Por supuesto, € punto 0(0, 0) (origen) (véase laFigura 3).

—
A Y

al

d

Figura 3. Plano de fases de (62).

G3: (3459); {0,2,1,CX}. Sean las reacciones,
2X YH® Z+ X
B+Z%:® R, +X
R,+X ¥¥® R,
R, +X ¥%® R,

.............................. (64)
R, ¥#1® X

R, ¥#® P,

C+X® 2X
regidas por las ecuaciones,
X =-kX*+BZ- k,RX - kR X - ...+k,R, +CX
Z=kX2- BZ
Ri1=BZ- k,RX - k,R, (65)
R2 =k,R.X - k,R,X - kiR,

Haciendo Z= 0, sumando las Rj , denotando Y= é R, , admitiendo R: =0, resultan:
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. 2
X =-Kk,XY +k1k—3X+ CX
K, X +Kk, (66)
Y =kX?- k.Y
con los pardmetros (en unidades adecuadas) k, = 1, ks = 1, k; =5, C = 2,5; (66) se escribe:

. 2
X=-XY + oX +2,5X

X+1 (67)
Y =5X2- Y

el sistemaestacionario es Xg =1, Yo =5.

i-' a X
Figura4. Plano de fases de (67).

La caracterisica X =0esY = [5X/(X+1)] + 2,5, con asintotaen Y = 7,5. La curva
Y =0 esY =5X2 Lamatriz (11) vae:

25 -1¢

M= 0 (69
€10 1g

contrazaT =0,25>0; conD =8,75>0; y D=-34,9375<0; € estado estacionario es foco

inestable [22].

La construccién de G parte de a (1,0): para[ab[, setomaY = In X. Por tanteo [30] se
cacula que aproximadamerte € punto b es b(1.863, 7,4972). El punto ¢ es ¢ (1.803,
16.254.045).El punto d es d(1, 16.254.045). Para el tramo [de] setoma Y = InX + 16.254.045;
aproximadamente, €l punto e es e(~0, ~2,5). El punto f esf (~0, 0) (véase laFigura 4).

M1: (2467); {0,1, X+F}. Sean las reacciones,
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A+X#® R, +X
R, +X ¥#5® R,
R, +X ¥#® R,

R, + X ¥#4® 2X

(69)
R, +X ¥#® P, + X

regidas por |as ecuaciones,
X =-Kk,XR, - K,XR, - ... +k;R X
R, =AX - k,XR, - k.XR, - FR,

. (70)
R, =k,XR, - k,XR, - k;XR, - FR,

Sumando las R,— , denotando Y= é R, , admitiendo R; = 0, resultan (ks = ko + k3):

. 2
=- Kk, XY + KAX
kX +F

(71)
Y = AX - kXY - FY

con los pardmetros (en unidades adecuadas) ky = 1, kz = «/E F=1, A=k =20, resulta:

20~/2X 2
@+/2)X +1 (72)

Y = 20X - J/2XY - Y

X =- XY +

o estado estacionario es Xo = 1,Y,= 20/(1++/2) = 8,2843.

La caracteritica X = 0 es Y =(20v2X/[(1+ +/2)X+1]), con asintota en

Y = 20J2/(1++/2) = 11,716. Lacurva Y =0 esY = Y = 20X/(+/2X + 1) con asintota en
Y= (20/+/2)=14,142 . Lamatriz (11) vale:

4264 -1 g

= 2 (73)
§82843  -2,4142
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contrazaT = 0,0122 > 0; con D = 2,4265 > 0; y D =-9,7058 < 0; el estado estacionario es

foco inestable [22].

Laconstruccion de Gseiniciaen a (1,0): para[ab[, setoma Y = V2X +InX - +/2.. Por
tanteo [30] se calcula que & punto b es aproximadamente b (7,43, 11,098). El punto c es c

(7,43, 12,)91).El puntod esd (1, 12,91). Parael tramo [de] setoma Y =/2X+InX + 11,996.

Por tanteo se calcula aproximadamente el punto e 1,0240°, ~2,8940). El punto f seria

(~8,02407, 0) (véase la Figura5).

/

de

Figura5. Plano de fases de (72).

M2: (24678); {0,1,X+F,C}.

a

Sean |las reacciones,

A+ X#H® R, +X
R,+X¥#® R,
R, +X ¥%® R,

R, + X ¥%® 2X
R, +X Y#1® P, + X
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regidas por las ecuaciones,
X =-K,XR, - kXR, - ... +k,R X +C
Ri1=AX - k,XR, - k,XR, - FR, 5)

R> =k, XR, - K,XR, - k;XR, - FR,

Sumando las R; , denotando Y= é_ R, , admitiendo R = 0, resultan (kg = ko + k3):

2
KAX? |

X =-K,XY +
kX +F (76)

Y = AX - kXY - FY

con los parametros (en unidades adecuadas) k, = 1, ks=1,F=2,C = % = 6,25, A=75, (76)
se escribe:
. 2
X =-XY + X +§
2lX+1) 4 (77)

Y = 75X - XY - 2Y

el estado estacionarioes Xg =1, Yg = 25.

La caracteristica X =0es Y = X + 25 , con asintotaen Y = (75/2) =375y

2(X +1) 12X

1 =0,3084. Lacurva Y =0 esY = 79X

\/1_8-1 X+2

Lamatriz (11) vae:

minimo para X = , con asintotaen Y =75.

a5 0
M 298 : (78)
€0 -3

contraza T =(1/8) > 0; con D = 50 — (75/8) = 325/8 > 0;y D = -162,484 < 0; € estado
estacionario foco inestable [22].

La construccion de G se inicia en a(1,0): para [ab[, setoma Y =X + 2In X - 1. Por
tanteo [30] se calcula que € punto b es b(30,5, 36,35). El punto ¢ es ¢(30,5, 70,39). Se
continud con la construccion alternativa, para los casos 2, mencionada a fina de la Seccién
V: € punto d es d(0, 70,39). Por supuesto, € punto 0(0,0) (véase la Figura 6).
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d ‘ /\' =0
Y \
b X=0
0 b ~
Figura 6. Plano de fases de (77).
M3: (14679); {1,1,X+F,CX}. Sean las reacciones,

X ¥H® R,

R,+X¥#® R,

R, +X ¥%® R,

R, + X ¥%4® 2X

R, +X ¥#® P, + X (79)

R, %:®

R, 3%4®

C+X #a® 2X

regidas por las ecuaciones,
X =-kX - k,XR, - K,XR, - ...+ k;RX +CX
Ri=kX - k,XR, - k.XR,- FR, (80)
Rz =k,XR, - k,XR, - k,XR, - FR,

Sumando las R,— , denotando Y= é R, , admitiendo R = 0, resultan (ks = ka + k3):
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2
Kk kX +CX
kX +F (81)

Y =KX - kXY - FY

X =-kX - kXY +

con los pardmetros (en unidades adecuadas) k, = 1, ks =1, F = 2, g = 25, C =(325/12) =
27,0833, (81) se escribe:

25X? 325
+22x
2(X+1) 12 (82)

Y = 25X - XY - 2Y

X =- 25X - XY +

el estado estacionarioes Xo = 1, Y, = (25/3) = 8,33.

Lacaracteristica X =0es Y = é + 25X
12 2(x +1)

, con asintotaen Y =(175/12)= 14,5833.

LacuvaY =0 es Y = 25X/(X+2), con asintotaen Y =25. Lamatriz (11) vae:

M=¢c, + (83)
= 3z
3 @

contrazaT = (1/8) > 0; con D = (175/24) > 0; y D = -29,151 < 0; el estado estacionario es
foco inestable [22].

4
a

= i

X

Figura 7. Plano de fases de (82).

La construccion de G se inicia en a (1,0): para [ab[, setoma Y =X + 2In X - 1. Por
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tanteo [30] se calcula que € punto b es aproximadamente (4,86, 13,43). El punto c es ¢
(9,86, 20,78), el punto d esd (1, 20,78). Para[de] etomaY = X + 2.In X + 19,78. Por tanteo
se calcula aproximadamente e punto e (1,440%, 2,03). El punto f es (1,440, 0) (véase la
Figura7).

VII.RESUMEN Y CONCLUSIONES

Se han explorado dos nuevas gamas de osciladores quimicos, en € aspecto de modelos
tedricos [10], para reacciones de polimerizacion [11].

Se ha tratado de mangjar funciones H(X) lo mas ssmples posibles. La funcién més
sencilla, H = 0, y lafuncion H = C (flujo de entrada del monomero, realizable en un sistema
abierto [31, 32], como son, por gemplo, los bioquimicos [33]), pueden producir oscilaciones,

al combinarse con iniciaciones de la forma (1) y (2), las cuales poseen e = 0, valor que

introduce cierta dicotomia en la contribucion de la iniciacion a X ya R:. Se ha intentado
formular la extrafieza de dicha dicotomia de la forma més aceptable posible: e monémero
cataliza su propia iniciacion (tal vez readizable en algin contexto bioquimico [33]) o la
iniciacion ocurre por activacion de dos pasos [11], con una especie intermedia (Z). El tipo de
iniciacion (3) es no-dicotdmico (e = 1), pero solamente conduce a un oscilador (M3) cuando
ademés el mondmero se produce por una via autocatalitica alternativa [34, 35].

La reaccion de propagacion (4) es la habituamente utilizada en mecanismos de
polimerizacion por adicion [21]. Las terminaciones pueden ser también perfectamente viables.
Si bien en muchos casos précticos probablemente coexisten [11], es habitual en los modelos
la simplificacion de no mezclar un tipo de terminacion con otro.

Es caracteristica irrenunciable de estas nuevas gamas de osciladores € que la terminacion

de R; rinda monémero, lo cua parece muy l6gico y plausible. Esto, s se une a algunas otras

etapas, y admitiendo R.= 0, puede crear un término de forma Michaelis-Menten [36]
k. K, X/(ksX +Kg) en las curvas caracteristicas. Con esta finalidad, se dejaron sin estudiar los
casos M con n = 2 (combinarian (3) con (6)), y asmismo se introdujo € flujo (7) asociado
inevitablemente con (6) en los modelos M. Sin embargo, esta reaccion no es suficiente por si
mismaen los casos e = 1, y en M3 ha de complementarse con la autocatélisis (9).

El flujo (7) es redizable en un sistema abierto [31, 37], y podria modificarse el modelo

M2 usando H = C-FX, es decir, extendiendo € flujo de salida también a mondémero (para €
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cual ya hay en M2 un flujo de entrada), obteniéndose un oscilador vaido; pero no se ha
explicitado esta extension por mantener la simetria entre los casos G y casos M, usando para
ambos las mismas tres funcionesH =0, H = C, H = CX.

Otras funciones H(X) pueden también afadirse, en la busqueda de osciladores [38] (en
particular combinando la polimerizacion con degradacion enzimética de X) [36]. Las
restricciones aplicadas, a través de las hipétesis basicas de este trabajo, permiten una elegante
prueba de Poincaré y Bendixson unificada para los seis modelos aqui presentados.

Otra caracteristica de estas nuevas gamas de osciladores es la eliminacion adiabética de

R1, admitiendo Rl: 0 siempre. Puede ser discutible la posibilidad de realizarse tal cosaen la

practica. Debe notarse, no obstante, que en todos los casos aceptables descritoses P 3 1, es
decir, la terminacién es més rdpida (o igualmente rapida en agun modeo) que la
propagacion, y en todos los modelos (a >> 10| >> 1): lainiciacion es la fase més rapida,
maés aln que la terminacién. Esto convierte a la propagacion en la fase mas lenta, “cuello de
botella’” [30] determinante de la velocidad global de la polimerizacion (en cuanto a
desaparicion de mondémero), de acuerdo con lo que habitualmente se acepta [11]; pero desde
luego, al ser la iniciacion la fase més répida, parece apuntar a que los propagadores (y en
particular R;) alcancen un estado cuasi-estacionario rapidamente.

Cuatro de los seis model os propuestos son “degenerados’, es decir, X =0 paraX = 0.
Esta circunstancia, que provoca la existencia de otro sistema estacionarioen X =0, Y =0
(cuya estabilidad no se ha intentado investigar, toda vez que € recinto de Poincaré y
Bendixson propuesto deja fuera dicho sistema estacionario), aumenta en cierto modo la
plausibilidad, ya que evidentemente, s no hay mondmero no hay polimerizacion, y no
entorpece la prueba de Poincaré y Bendixson que se detalla.

Se hatratado de ser general en € estudio de lainfluencia de |os parametros, sobre todo en
lo referente a la prueba de ciertas imposibilidades, pero no se ha explorado € espacio
completo de parametros [39], ni las bifurcaciones, ni la aproximacion a las trayectorias de
fase por medio del empleo de un parametro pequefio [40].

Las técnicas de plano de fases para analizar las ecuaciones diferenciales de los modelos,
en concreto € método de Lyapunov y € teorema de Poincaré-Bendixson, contindan
mostrando su utilidad.

En todo caso, la linea emprendida de disefio sistematico de osciladores por medio de

subdivisién en blogues cinéticos formales que contribuyen a los diferentes términos de las
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ecuaciones diferenciales [10], parece ser un camino muy fructifero e interesante.
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